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Ta czg$¢ opracowania jest kontynuacja i uzupetlnieniem pkt.1.3-1.5 Zatacznika 1 do
Sprawozdania WS-02 z 2005 roku. Podstawowe oznaczenia sa identyczne jak w
wymienionym Zataczniku.

Wprowadzamy nastgpujaca umowe odno$nie numerowania wzordéw i rysunkow: zamiast
numeru wzoru (I.1.2.3) bedziemy pisa¢ (2.3) w danym podpunkcie, natomiast przy
powotywaniu si¢ na dany wzor w innych podpunktach bgdziemy uzywali peinej numeracji
(analogiczna umowa dotyczy rysunkéw). Powotujac si¢ na wzory i rysunki z wymienionego
Sprawozdania bgdziemy pisali (S.1.4.1), itp.

I. Modele kompozytow o izotropowej matrycy zbrojonej regularng siatkg

Przedstawione w tym punkcie modele kompozytow widknistych moga by¢ punktem
wyjscia do opracowania modelu teoretycznego warstwy konstrukcyjnej nawierzchni drogowej
0 pewnej umownej 1 reprezentatywnej grubo$ci ze zbrojeniem w postaci regularnej siatki.
Podstawowym celem jest sformulowanie najprostszych anizotropowych relacji
konstytutywnych sprezystosci. Pokazemy takze ich interpretacje i uogdlnienie oraz uwagi o
zastosowaniach i implementacjach numerycznych w programach MES, takich jak np.
ABAQUS.

Sformutujemy takze modele aproksymacyjne (w ramach liniowej teorii sprezystosci),
ktére sa zwiazkami izotropowymi, co pozwala na ich bezposrednie zastosowanie w
standardowych programach wspomagajacych projektowanie konstrukcji nawierzchni, takich
jak np. BISAR, NOAH, ELSYM 5M, JULEA, VEROAD.

1. Uwagi wstepne

Zanim przystapimy do prezentacji modelu konstytutywnego materiatu zbrojonego siatka
przytaczamy w pkt.1.1 podstawowe pojecia stosowane w mechanice kompozytow, ktora jest
teorig fenomenologiczna. Nastgpnie w pkt.1.2 zamieszczamy podstawowe idee wyznaczenia
sprezystych wlasnosci efektywnych kompozytu dwuskladnikowego (na przyktadzie modelu
jednowymiarowego) w tzw. podejsciu energetycznym. Podamy takze uwagi o sposobie
wyznaczenia dolnych i géornych oszacowan sztywnosci kompozytu.

1.1. Podstawowe pojecia mechaniki kompozytow

Dotychczas brak ogolnie przyjetej Scistej definicji kompozytu i do kompozytéw zalicza
si¢ przewaznie materiaty wytworzone przez cztowieka w wyniku mieszania kilku sktadnikow.
Celem jest uzyskanie materiatu taczacego zalety sktadnikdw mieszaniny oraz niwelujacego



ich wady Materiat taki nazywa si¢ kompozytem. Whasciwosci kompozytu istotnie r6znia si¢ od
wiasciwos$ci poszczegolnych sktadnikéw mieszaniny. Nalezy wyraznie podkresli¢, ze termin
kompozyt odnosi si¢ do takiego polaczenia roéznych sktadnikow, ktéry nie ma charakteru
zwiazku chemicznego albo roztworu. Kompozyt jest materiatem monolitycznym, ale o
wyraznej mikrostrukturze z widocznymi granicami migdzy sktadnikami. Teoretycznym
opisem wlasciwo$ci mechanicznych materiatow kompozytowych zajmuje si¢ mechanika
kompozytow. Jest to interdyscyplinarna dziedzina wiedzy, ktérej podstawowym celem jest
m.in. przewidywanie 1 wyznaczenie tzw. efektywnych wlasciwosci mechanicznych
kompozytu. W celu wyznaczenia wlasnos$ci efektywnych kompozytu konieczne jest
wprowadzenie pojecia reprezentatywnej objetosci kompozytu albo np. komorki periodycznosci
kompozytu, co stosuje sig m.in. w teorii homogenizacji (patrz np. monografia Nemata-Nassera
i Hori (1993)). Reprezentatywna objetos¢ kompozytu zalezy oczywiscie od jego
mikrostruktury i wymiaréw sktadnikéw. Jej okreslenie jest takze konieczne do wyznaczenia
podstawowych cech mechanicznych kompozytu w typowych badaniach doswiadczalnych.

Klasyfikacj¢ kompozytéw dokonuje si¢ wg réznych kryteridow, od podstawowych takich
jak: podziat w zalezno$ci od pochodzenia, czyli kompozyty naturalne oraz kompozyty
zaprojektowane 1 wytwarzane przez czlowieka, podziat wedlug przeznaczenia, tzn.
kompozyty konstrukecyjne i in., az po kryteria dotyczace rodzaju osnowy (matrycy) i ksztattu
sktadnika wzmacniajacego, sposobu laczenia sktadnikoéw i technologii wytwarzania oraz
otrzymanej mikrostruktury kompozytu, por. np. Garbarski (2001).

Na przyktad w klasyfikacji kompozytéw wg kryterium ksztattu sktadnika wzmacniajacego
wyroznia si¢: a) kompozyty wzmocnione wioknem ciqglym albo krotkim (cigtym), b)
kompozyty wzmocnione dyspersyjnie, ¢) kompozyty wzmocnione czqstkami. Wymienione
kompozyty r6znig si¢ od siebie mikrostruktura. W kompozytach wzmocnionych dyspersyjnie
osnowa jest zwykle metalem, w ktérym réwnomiernie roztozone sa czastki o wymiarach
0.01-0.1 pm w ilo$ci 1-15%. Gtownym mechanizmem wzmocnienia jest hamowanie ruchu

dyslokacji. Kompozyty umacniane czastkami zawieraja do 25% czastek, ktorych wymiary
przekraczaja 1 um, gdzie mechanizm wzmocnienia polega na ograniczeniu odksztatcalnosci

osnowy. W kompozytach wzmacnianych wtoknami, o $rednicy wtokien od utamkéw pm do

kilku mm 1 udziale objgtosciowym od kilku do kilkudziesigciu %, rola osnowy sprowadza si¢
do przeniesienia obciazenia przez widkno.

Niezmiernie wazne dla prawidtowej pracy kompozytu jest dobre polaczenie osnowy ze
zbrojeniem, co w wielu przypadkach wymaga specjalnego przygotowania powierzchni
zbrojenia (np. pokrycia specjalnymi warstewkami, trawienia) i1 odpowiednich warunkow
technologicznych taczenia. Strefa potaczenia osnowy ze zbrojeniem moze wykazywaé
obnizona wytrzymatos¢. Jako osnowe stosuje si¢ m.in. polimery syntetyczne (np. zZywice
epoksydowe lub poliestrowe), metale (np. tytan, glin, miedz, nikiel), tworzywa ceramiczne.
Zbrojenie ma zwykle posta¢ drobnych czastek (np. tlenki: Al,O3, ZrO,, ThO;) lub wtokien
o duzej wytrzymatosci i sprezystosci (np. szklanych, grafitowych, borowych, kwarcowych,
korundowych, organicznych, z weglika krzemu); wtokna stosuje si¢ w postaci pasm wtokien
elementarnych (np. rowing) lub tkanin, mat itp.

W zalezno$ci od mikrostruktury kompozytu otrzymuje si¢ materiaty niejednorodne o
izotropowych albo anizotropowych wlasnosciach mechanicznych.

W sensie przedstawionych powyzej definicji niektére z materialdow stosowanych w
warstwach konstrukcyjnych nawierzchni drogowych 1 lotniskowych sa kompozytami. Na
przyktad beton asfaltowy jest kompozytem wzmocnionym czastkami. Rol¢ osnowy pelni
lepiszcze asfaltowe, za$§ kruszywo pelni rolg¢ zbrojenia (por. np. monografi¢ Pifata i
Radziszewskiego (2004) o nawierzchniach asfaltowych). Makroskopowo beton asfaltowy ma
izotropowe wlasno$ci mechaniczne. Geosiatki stosowane w funkcji zbrojenia warstw
konstrukcyjnych nawierzchni drogowych maja anizotropowe wlasno$ci mechaniczne, por. np.



Perkins (2000). W dalszych punktach opracowania zaproponujemy modele konstytutywne
warstwy zbrojonej siatka, ktore w najprostszym modelu beda interpretowane jako
dwusktadnikowy kompozyt o izotropowej matrycy z dwukierunkowym zbrojeniem.
Efektywne, makroskopowe wlasnosci mechaniczne takiego kompozytu sa ortotropowe (jest
to pewien szczegoOlny przypadek anizotropii, por. pkt.S.1.4-1.5).

Wstepny dobor komponentéw moze polega¢ na przewidywaniu tzw. sumarycznych
i wynikowych wtasciwosci kompozytu. Wilasciwosci sumaryczne (addytywne) uzyskuje si¢
przez sumowanie wlasciwosci sktadnikow, przyjmujac ich udzial we wlasciwosciach
kompozytu za proporcjonalny do udziatu objgtosciowego lub powierzchniowego w danym
przekroju; wilasciwosci  wynikowe (synergiczne) sa rezultatem przeniesienia efektu
wywolanego w jednym komponencie na drugi, wskutek czego powstaje inny efekt
przyjmowany jako wiasciwos$¢ kompozytu.

Najprostszym przyktadem okreslenia wlasno$ci sumarycznych moze by¢ sposob
wyznaczenia modutu Younga E,, w kompozytach wzmacnianych wioknem ciaglym w

kierunku witokien, ktory czgsto wyznacza si¢ z nastgpujacej zalezno$ci, por. np. Dabrowski
(1989):

(11) Elz(l_p) m+pEw’

gdzie pe (O,l) jest udzialem objgtosciowym witokien, natomiast £, 1 E,, sa odpowiednio
modutami Younga izotropowej matrycy i widkna. Wzoér (1.1) wynika z rozwiazania zadania
jednoosiowego rozciagania reprezentatywnej probki kompozytu, w ktorym zaklada sig
usrednienie naprg¢zenia 1 odksztalcenia po objetosci probki, addytywno$¢ naprezen
sktadnikéw kompozytu oraz jednakowe odksztalcenia w matrycy i w widknie, tzn.:

(1.2) c=(1-p)o,+po,=[1-p)E, + pE =Ege.

Czgsto naprg¢zenia o, 1 o,, odpowiednio w matrycy 1 we wldknie, nazywa si¢
mikronapr¢zeniami w sktadnikach kompozytu, w odrdznieniu od napr¢zenia o, ktére nazywa
si¢ makronapr¢gzeniem. W modelu przestrzennym liniowo-sprezystego kompozytu
wioknistego nalezy wyznaczy¢ pozostate tzw. efektywne state sprezystosci wystepujace w
zwiazku Hooke’a, gdyz makroskopowo kompozyt jest materialem transwersalnie
izotropowym, co wymaga okreslenia pigciu niezaleznych sktadowych macierzy sztywnosci
albo podatnos$ci, patrz pkt.S.1.4, w szczegdlnosci wzor (S.1.4.13). Sposdb wyznaczenia
elementow macierzy podatno$ci i technicznych statych sprezystosci zamieszczony jest w
podreczniku Dabrowskiego (1989), str.59-70. Takze w wymienionej pracy wyznaczone sa
efektywne stale sprezystosci kompozytu zbrojonego dwukierunkowo. Matryca zbrojona
dwukierunkowo jest makroskopowo materialem ortotropowym. Nie cytujemy tych wynikow,
gdyz nie begdziemy ich stosowaé w tym opracowaniu. Zasygnalizowany tu sposob
postgpowania nazywa si¢ metoda bezposrednia (direct approach) wyznaczenia efektywnych
wiasnos$ci kompozytu, patrz artykuty Hashina i Rosena (1964) oraz Hashina (1983). Nalezy
podkresli¢, ze podejscie to znalazio takze zastosowania w projektowaniu laminatow
(kompozytow o budowie warstwowej), ktore czgsto stosuje si¢ jako powierzchniowe
elementy konstrukcyjne np. w samolotach, samochodach i jachtach, itp.

1.2. Wyznaczenie sprezystych wlasnosci efektywnych metoda energetyczna

W celu wyprowadzenia w pkt.1.2 wilasnosci efektywnych kompozytu dwukierunkowo
zbrojonego zastosujemy podejscie energetyczne. W punkcie tym zilustrujemy to na
przyktadzie modelu jednowymiarowego, w ktorym matryca zbrojona jest czastkami. Celem
tego prostego rachunkowo przyktadu jest wprowadzenie podstawowych pojec 1 interpretacji.



Wprowadzamy nastgpujace oznaczenia: E, =E, 1 E_=E, sa modutami Younga
odpowiednio matrycy i czastek o udziale objetosciowym p e (0, 1). Niech o i & oznaczaja
usrednione (po reprezentatywnej objetosci probki) naprezenia i odksztalcenia, nazywane

czesto naprezeniami 1 odksztalceniami makroskopowymi. W sprezystosci obowiazuje
nastgpujaca zalezno$¢, por. np. Jemioto (1999, 2003) 1 literaturg tam cytowana:

2.1 w(e)+ W (c)=oe,

gdzie W(g)>0,W(0)=0, jest jednostkowa energia sprezystosci, a W (c)>0,w"(0)=0, jest
funkcja dopehiajaca do W (nazywana nieprecyzyjnie energia komplementarna), natomiast
prawa strona wzoru (2.1) ma interpretacj¢ jednostkowej pracy naprezen o na odksztalceniach
¢. Jezeli funkcje W i W~ sa wypukle, to
2.2) s o (e)

O 0c
Zalezno$ci (2.2) definiuja og6élna posta¢ makroskopowych relacji konstytutywnych
sprezystosci. NapisalisSmy w (2.2) pochodne czastkowe, gdyz np. energia sprezystosci W
moze by¢ takze funkcja temperatury 7 (w kelwinach), co z punktu widzenia termodynamiki
oznacza, Ze rozpatrujemy procesy izotermiczne.

Wobec (2.2) mamy dwa podstawowe sposoby sformulowania zwiazkéw fizycznych
rozpatrywanego kompozytu. W modelu 1 zakladamy usrednienie energii sprezystosci, a w
modelu 2 usrednienie funkcji dopetniajace;:

model 1:

(2.3) W(e)=(1-pW,(e)+ pW(e) .
model 2:

24) W (o)=(1-p; (c)+ pW; (o),

gdzie przypominamy, ze indeks dolny 1 odnosi si¢ do matrycy, a indeks 2 do czastek. Relacje
konstytutywne w modelu 1 otrzymamy z (2.2);, a w modelu 2 z (2.2);, po uprzednim

zapostulowaniu odpowiednich funkcji energii sktadnikow kompozytu W, (e) albo W, (o)
(a=12).

Zauwazmy, ze modele 1 i 2 mozna uogdlni¢ na dowolna liczbg sktadnikow kompozytu,

N N N
tzn. odpowiednio: W (g)= ZPan (e), W'(c)= anW: (), gdzie p, €(0,1) oraz an =1.

n=l n=1 n=l

N
Jezeli w matrycy uwzgledniamy pory o udziale objgtosciowym p,, to wtedy z p,=l-p,.
n=1
W najprostszej sytuacji, zwigzkoéw liniowych sprezystosci, funkcje W, (e) i W, (G) sq
funkcjami kwadratowymi:

(2.5) W (8):§Ea82, W, (G)zicz.

Po podstawieniu (2.5), do (2.3) oraz (2.2); otrzymamy relacj¢ konstytutywna kompozytu wg
liniowego modelu 1:

(2.6) o=[(1-p)E + pE,JE=E e .



Podobnie, po podstawieniu (2.5), do (2.4) oraz (2.2), otrzymamy relacj¢ konstytutywna
kompozytu wg liniowego modelu 2:

1 1 1
2.7 € :[(l—p)—jtp—}c =——0 .
El E2 ECD

Zauwazmy, ze jezeli E_>FE , to uzyskujemy efekt usztywnienia (wzmocnienia)
»skonstruowanych” kompozytow w stosunku do materialu matrycy oraz dodatkowo ze
wzordow (2.6) 1 (2.7) , ktore zapiszemy w postaci:

E FE
2.8 E., = — , E..=(-p)E +pE
(2.8) cp (l—p) 4 pE, G ( ]9) m TP

wynika, ze istnieja tzw. ,,gorne” i ,,dolne” oszacowania przewidywanej warto$ci modutu
sprezystosci kompozytu zbrojonego rozproszonymi czastkami. Sa to klasyczne ograniczenia
znane z elementarnej mechaniki kompozytow sprezystych, patrz rys.2.1. Maja one
interpretacj¢ mechaniczna, tzn. wynikaja one z rozwazan energetycznych: usrednienie
naprgzen (rownolegle polaczenie sprezyn) to usrednienie jednostkowej energii sprezystosci
(patrz wzoér (2.3)), a usrednienie odksztalcen (szeregowe potaczenie sprezyn) to usrednienie
funkcji dopetniajacej do jednostkowej energii spr¢zystosci (2.4), por. rys.2.2.

cz 2

A

Rys.2.1. Oszacowanie gorne (2.8); 1 dolne (2.8); modutu sprezystosci kompozytu (w postaci
matrycy zbrojonej czastkami) w funkcji udzialu objgtosciowego czastek o module
sprezystosci E_ =10E . Zamknigty obszar, ograniczony krzywymi 1 i 2, zawiera punkty
tzw. przewidywanych warto$ci modutow sprezystosci.

Uwaga: Pierwsze prace teoretyczne w tej dziedzinie opublikowane zostaly przed druga wojna
Swiatowa 1 wigza si¢ z nazwiskami Voigta i Reussa, za§ pierwsze zastosowania dotyczyty
materiatow polikrystalicznych oraz oszacowania modutow sztywnosci K i G (odpowiednio
zmian objgtosciowych i $cinania), patrz np. Hearmon (1961). Obecnie istnieje w mechanice
kompozytow wzmocnionych czastkami wiele innych modeli teoretycznych, ktére stuza do
wyznaczenia efektywnych wlasnosci sprezystych. Szczegdtowo sa one przedyskutowane w
np. w cytowanych monografiach Dabrowskiego (1989) oraz Nemata-Nassera 1 Hori (1993).
Uogolnienia polegaja np. na uwzglednieniu ksztattu czastek lub innych charakterystycznych
parametréw sktadnikéw kompozytu. Celem wielu prac jest otrzymanie wezszych oszacowan
na efektywne wlasnosci kompozytu niz wynika to z modeli Voigta i Reussa. W tym miejscu
nalezy zaznaczy¢, ze w projektowaniu kompozytdéw wzmocnionych czastkami stosuje si¢
takze wzory empiryczne, ktore nie sa tu dyskutowane. Oczywiscie ich przydatno$¢ musi by¢
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zweryfikowana na wystarczajaco duzej populacji probek (z punktu widzenia wiarygodnosci
statystycznej) 1 w roznych laboratoriach.

Nalezy zaznaczy¢, ze wzory (2.8) obowiazuja dla p e [O, 1] 1 s symetryczne wzgledem
wystgpujacych tam argumentow, gdyz p,=1-p, p,=p, co oznacza ich formalng
poprawnos$¢. Jezeli p, =0, to z (2.8) otrzymamy E, i odwrotnie, por. rys.2.1. Z reguty
ogranicza si¢ zastosowanie modeli 1 albo 2 do sytuacji gdy p<<1. Oczywiscie

wyprowadzone wzory nie obowiazuja w sytuacji gdy wprowadzenie czastek do matrycy (i
technologia produkcji kompozytu) prowadzi do ,,ujawnienia si¢” wtasnosci synergicznych.
Nieodpowiednie czastki w matrycy moga wywolaé takze skutki negatywne np. w sytuacji
kiedy migdzy sktadnikami kompozytu dochodzi do niepozadanych reakcji chemicznych.

Rys.2.2. Schemat ,kompozytowej sprezyny” w dwoch przypadkach, tzn. potaczenia
rownolegtego 1 szeregowego dwoch faz kompozytu. Modut sprezystosci kompozytu wg
wzorow: (2.6) (potaczenie szeregowe) i (2.7) (potaczenie rownolegte).

Idea konstrukcji zwiazkow fizycznych wg modeli 1 i1 2 nie jest oczywiscie ograniczona do
zwiazkoéw liniowych, por.rys.2.3. Na przyktad z (2.3) oraz (2.2),, otrzymujemy nastgpujaca
relacj¢ konstytutywna kompozytu wg modelu 1:

ow,

(2.9) o=(1-p) s p e F (e
oe oe
gdzie
2.10) E(e)=2=(-p)t Doy pl T
€ € Ot € O¢

jest efektywnym modutem siecznym kompozytu. Modut styczny obliczony jest ze zwiazku:
o W o'W, W
Eg(e)=—>= =(1-p)=—t+ 2
St( ) % oc? ( pP) Py p 26>
Podstawowym ograniczeniem (o charakterze termodynamicznym) jest wypuktos$¢ funkcji W,
czyli dodatnio$¢ modulu stycznego (2.11). Zauwazmy, ze jezeli funkcja energii jest

wystarczajaco regularna (oraz dla bardzo matych odksztalcen mozna ja aproksymowac
funkcja kwadratowa, czyli tak jak w przypadku (2.5);) to zachodzi zwiazek:

(2.12) Eg(0)=E(0)=E -

2.11)
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Interpretacje graficzne siecznych i stycznych moduldw sztywnosci zamieszczono na
rys.2.3.

A

@

¥

Rys.2.3. Schematyczny wykres nieliniowego zwiazku

sprezystosci ('5(8), z interpretacja stycznych 1 siecznych

modutow sztywnosci, tzn. tge, =E,, tge, =E;. Modut

poczatkowy (nazywany czgsto modutem Younga), to
> tgp, =E.

Rzeczywiste materialy wykazuja wlasnoSci sprezyste w ograniczonym zakresie
odksztalcen i naprezen. Wobec tego konieczne jest wprowadzenie ograniczen. W modelu 1
nalezy zatozy¢ zakres dopuszczalnych odksztatcen, tzn.:

(2.13) ee(-2,.8,) .

gdzie dodatnie parametry ¢, 1 €, wyznacza si¢ doswiadczalnie z testow S$ciskania i

rozciggania. Z relacji konstytutywnych modelu 1 wynikaja wtedy ograniczenia na
dopuszczalne wartosci napr¢zen. Natomiast w modelu 2 zakltadamy zakres dopuszczalnych
napre¢zen, tzn.:

(2.14) cel-o0,.,0,),

gdzie dodatnie parametry ¢, 1 o, nalezy wyznaczy¢ doS§wiadczalnie z testow $ciskania i

rozciagania. Z relacji konstytutywnych modelu 2 wynikaja wtedy ograniczenia na
dopuszczalne wartosci odksztatcen.

Uwagi: Analogie mechaniczne stosowane w liniowej teorii lepkosprezystosci (por. pkt.S.3.3)
moga by¢ takze punktem wyjscia do budowy relacji konstytutywnych kompozytéw
lepkosprezystych. Wobec tego w najprostszych modelach osnowa ma wlasnosci
lepkospre¢zyste (o znanej relacji konstytutywnej), a czastki zbrojenia maja wlasnos$ci
sprezyste. Wtedy mamy dwie drogi postgpowania, ktore wynikaja z rownoleglego albo
szeregowego polaczenia skladnikow kompozytu o znanych udziatach objgtosciowych. W
literaturze istnieje wiele rdéznych teoretycznych relacji konstytutywnych kompozytow
(zar6wno wzmacnianych czastkami jak i widknami), ktore otrzymano w zasygnalizowany
powyzej sposob. Dotyczy to takze modeli materiatoéw, w ktorych uwzglednia si¢ wlasnosci
nieliniowe, takie jak np. plastyczno$¢ albo kontynualne zarysowanie materiatu. Liczba
publikacji na ten temat ros$nie nieomal w postgpie geometrycznym, ze wzgledu na
powszechne stosowanie kompozytow. Nawet pobiezne studium literaturowe (w kontekscie
materiatow kompozytowych stosowanych w nawierzchniach) powinno by¢ przedmiotem
oddzielnego opracowania.
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2.Liniowo-spre¢zysty ortotropowy model przestrzenny - izotropowa matryca zbrojona
dwiema rodzinami wlokien

2.1. Podstawowe zalozenia i relacje konstytutywne

Modelowany kompozyt sktada si¢ z izotropowej matrycy i dwoch rodzin witokien (patrz
rys.1.1), ktore tworza regularna siatkg zbrojenia.

Niech p,€(0,1) i p,e(0,]1) (przy zatozeniu, ze: p,+p,<<1) oznaczaja udzialy
objetosciowe odpowiednio pierwszej i drugiej rodziny wiokien w reprezentatywnej objgtosci
kompozytu. Zaktadamy petna przyczepno$¢ migdzy rodzinami wiokien a matryca. Niech
wilokna danej rodziny o (a=1 albo a=2) ,pracuja”’ jednowymiarowo, tzn. tylko wzdhuz
wektora m, ktory jest wersorem zgodnym z kierunkiem ulozenia danej rodziny witokien w
matrycy, por. pkt.S.1.5. Oznacza to, ze jednostkowa energia sprezystosci  (JES)
nagromadzona we widknach kompozytu rodziny a w funkcji tensora odksztatcen kompozytu
jest nastepujaca:

1 1
(1.1) W, :EEZa(ma.a.ma)z :EEZa(traMa)z .
A
X2
A Rys.1.1. Schemat rozpatrywanego
kompozytu — izotropowa matryca i dwie
m, rodziny witokien zbrojenia. Na rysunku
b zamieszczono szczegdlny przypadek, w
b2 _ m, ktérym rodziny wtokien tworza siatke
; " ortogonalna.
X3 X,

Funkcja JES wyrazana jest w jednostkach energii na jednostke objgtosci, tzn.
J/m’=N/m’=Pa, czyli w jednostkach ciénienia albo naprezenia. We wzorze (1.1) E 4, O0Znacza

usredniony modut Younga o- rodziny wilokien, za$ tensor M, =m ®m_,6 (nie ma
sumowania po o) moze by¢ interpretowany jako tensor struktury, (trM, =m_ -m_ =1,
M: =M_, czyli ||Ma|| =1, por. np. Boehler (1987) i obszerna literatur¢ zrédtowa o teorii

niezmiennikow 1 funkcji tensorowych oraz ich aplikacjach w mechanice osrodkow ciagtych).
Wobec tego JES kompozytu ma nastgpujaca postaé (idea wg modelu 1 z pkt.1.1.2):

(1.2) W:(l_pl _pZ)WM +p W, +p.W,,,

gdzie W,, jest jednostkowa energia spr¢zystosci w izotropowej matrycy 1 wyraza si¢
nastgpujacym wzorem:

E 1 1
13) w, = 2(vMM+ 1){(1 _VZMVM)(trza)2 + traz} = EKM(trs)z +u,tre’ = EKM (tre)’ + G, tre’ .
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We wzorze (1.3); E,, 1 v,, oznaczaja odpowiednio modul Younga 1 stata Poissona materiatu
matrycy, natomiast A, i p, =G, sa statymi Lamégo, a K, jest modutem Scisliwosci
(sztywnosci objgtosciowej matrycy), por. pkt.S.1.3. Przypominamy, ze tensor e jest

dewiatorem tensora odksztalcenia (8:§(trs)l+e). Wzory (1.3); 1 (1.3); definiujace JES

matrycy sa rownowazne ze wzorem (1.3);. Wzér (1.3); ma jednak dodatkowa interpretacje,
gdyz jednostkowa energia W,, jest suma jednostkowej energii sprgzystosci odksztatcenia
objgtosciowego 1 postaciowego matrycy. Przypominamy, ze state sprezystosci K,,, =3K,, 1
K,,, =2G,, maja interpretacj¢ moduléw Kelvina, odpowiednio jednokrotnej 1 pigciokrotnej
warto$ci wlasnej tensora sztywno$ci matrycy. Nalezy podkresli¢, ze we wzorze na energi¢
sprezystosci kompozytu (1.2) wystepuja sprzezenia migdzy stanem dewiatorowym i kulistym
tensora odksztalcenia, co jest charakterystyczng cecha materiatow anizotropowych, patrz np.
Jemioto (2003) i obszerna literaturg zrodtowa tam cytowana.

Relacje konstytutywna rozpatrywanego kompozytu otrzymamy roézniczkujac (1.2)
wzgledem tensora odksztalcen, po uprzednim podstawieniu (1.1) 1 np. (1.3);. Otrzymamy
wtedy:

Ey (1 b P )

(1.4) ¢= v, {a+ 0 _sz‘iM )(tra)l}+p1E21 (treM, M, + p,E,, (treM, M,

=PuOy t POzt P20,

gdzie p,, =1-p, —p, jest udzialem objgtoSciowym matrycy (uwaga: jezeli uwzgledniamy
porowatos¢, to p, =1-p, —p, —p, 1 odpowiednio modyfikujemy podane w tym punkcie
wzory). Zwiazkowi (1.4), mozna nada¢ nastgpujaca interpretacje: ¢ jest usrednionym
tensorem napr¢zenia w kompozycie, natomiast 6,, jest tensorem naprgzenia w materiale

matrycy, a tensory o, =E, (treM_ )M, sa naprezeniami w rodzinie zbrojenia o.

Zauwazmy, ze relacja konstytutywna (1.4) jest szczegdlnym przypadkiem ortotropowego
zwiazku Hooke’a (takze w sytuacji gdy rodziny wiokien nie sa ortogonalne, czyli
m,-m, #0).

Poniewaz dzialania: $ladu tensora, nasunigcia tensorow oraz iloczynu tensorowego sa
operacjami liniowymi, to relacj¢ konstytutywna (1.4) mozna napisa¢ w rOwnowaznej postaci,
wprowadzajac tensor czwartego rzedu C, nazywany tensorem sztywnosci materiatu:

(1.5) c=Ceg,
gdzie

(1.6) I+v,, 1-2v
= (1_p1 2 )CM +pE,M, M, + p,E,,)M, M, .

E, \1-p —
C= M( Py pz>(1+ Vi I®Ij+p1EZIM1®M1+p2E22M2®M2
M

Oczywiscie (1.4) 1 tensor (1.6) mozemy zapisa¢ w rownowaznych postaciach stosujac
dowolne pary niezaleznych statych sprgzysto§ci materiatu matrycy, por. (1.3). Tensor C,, jest
tensorem izotropowym czwartego rzedu. Anizotropia tensora C wynika z wyst¢gpowania w
(1.6) iloczynow tensorowych M, ®M, i M, ® M, .

Jezeli ma(x) (wektor x okresla potozenie danego punktu w ciele), to relacje
konstytutywne (1.4) opisuja materiat niejednorodny. Niejednorodnos¢ wynika tylko z r6znego
utozenia rodzin widkien w reprezentatywnych objgtosciach kompozytu. W ogoélnosci materiat
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nazywamy niejednorodnym jezeli C=C(x). Wtedy takze udziaty objgtosciowe, moduly
sprezystosci matrycy i rodzin widkien moga by¢ zalezne od x.

2.2. Wyprowadzenie zwiazku odwrotnego

Relacja konstytutywna (1.5) jest zwiazkiem liniowym (o dodatnio okre§lonym tensorze
sztywnosci, co wynika bezposrednio z interpretacji stalych sprezystosci wystgpujacych w
(1.4)), czyli istnieje do niej jednoznaczna relacja odwrotna. W celu znalezienia tej relacji,
czyli zwiazku migdzy tensorem odksztalcenia i tensorem naprezenia, nalezy znalezé
odwrotnos¢ tensora sztywnosci (1.6), gdyz

2.1) ¢=C'o6=So,

gdzie S jest tensorem podatnosci.

Podwdjnie symetryczne tensory czwartego rzedu C i1 S, nazywane sa tensorami
Hooke’a, patrz np. Rychlewski (2000,2001). Tensory te naleza do przestrzeni
H= Sym(T25 T, ), dimH = 21. Przypominamy, ze C:S=S:C=1, gdzie 1 jest tensorem
jednostkowym czwartego rzgdu (operacja identycznosciowa dla tensorow Hooke’a), symbol
.. 0znacza nasunigcie po dwoch sasiednich wskaznikach.

Tensory sztywnos$ci 1 podatnosci zapisujemy w ortonormalnej bazie tensorowej albo wg
standardowej notacji Voigta, otrzymujac ich odpowiednie reprezentacje macierzowe, por.
pkt.S.1.4. Jest to wygodne ze wzgledow numerycznych, gdyz wtedy znalezienie zwiazku
odwrotnego sprowadza si¢ do odwrdcenia macierzy reprezentacji tensora sztywnosci.
Postgpowanie to jest identyczne jak w przypadku dowolnego materialu anizotropowego.

Jezeli rodziny wtdkien sa ortogonalne to, z punktu widzenia przeksztalcen algebraicznych,
tatwiej jest znalez¢ relacje¢ odwrotng bezposrednio wykorzystujac zwiazek (1.4).

Zapisujemy (1.4) w wygodnej do przeksztalcen postaci:

(2.2) 6 = ag + b(tre)l + c(treM, )M, +d (treM, M, ,
gdzie wzory na stale a,b,c 1 d wynikaja z porownania (2.1) z (1.4):

(2.3) azEM(l_p1_p2) b:EMVM(l_pl_pz)
’ 1+v, (1+v, Y1-2v,,)

, ¢=pkE,, d=p,E,.

W przypadku szczegélnym gdy rodziny wiokien sa prostopadle to: m,-m, =0 i znalezienie
relacji odwrotnej do (2.2) jest stosunkowo proste, gdyz tensory struktury sa ortogonalne
M, M, = tr(M1M2 ) =0. W tym celu obliczamy nastgpujace $lady tensora naprezenia i $lady
nasunigcia tensora napr¢zenia z tensorami struktury:

tre = (a +3b)tre + c(treM, )+ d (treM, ),
(2.4) troM, = b(tre)+ (a + c)treM, ),

troM, = b(tre)+ (a + d )(treM,, ) .

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan otrzymamy:

tre=aqa, tre +a,, (trch)+ a; (trGM2 ),
(2.5) treM, =a,, tro +a,, (tr(rMl )+ Ay, (tr(rM2 ),

treM, =a,, tro +a;, (trch )+ s (tr(rM2 ) ,

gdzie
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(a+c)a+d) —cla+d) —d(a+c)
(2.6) [a,j]:% ~bla+d) ala+3b+d)+2bd bd
~bla+c) bc ala+3b+c)+2bc
oraz
(2.7) A=a’+a*(3b+c+d)+a(2bc+2bd +cd)+bed .
Z kolei z (2.1) wynika, ze
(2.8) & = [o— b(tr &)l — c(treM, M, — d (treM, ML ],
a

czyli w (2.8) nalezy podstawi¢ (2.5) (oraz wprowadzone oznaczenia (2.3), (2.6) 1 (2.7)).

W zwiazku odwrotnym do (1.6) (¢=S.6) wystepuje tensor podatnosci: S=C".
Przypominamy, ze znajomos$¢ tensora podatnosci albo zwiazku (2.8) jest konieczna do
interpretacji zalezno$ci migdzy sktadowymi tensora podatnos$ci i tzw. ,,statymi technicznymi
sprezystosci”. Pamigtajac, ze wektory m 1 m sg wersorami, wzory te mozna przedstawi¢ w
nastgpujacej postaci (por. np. Hayes (1972), Jemioto (2003)):

a) modut Younga w dowolnym kierunku n,

1

(2.9) ) (mn®n)S.(n®n),

b) wspotczynniki Poissona,

(2.10) _v@m)__vimn) - (m®m)Sm®n), m-n=0,
E (n) E (m

c¢) moduty $cinania,

(2.11) L1 —4(m®n)S(m®n), m-n=0.

G(m,n) G(n,m)

Wzory (2.9)-(2.11) obowiazuja dla dowolnych materialéw anizotropowych. Techniczne state
sprezystosci (w wybranych kierunkach 1 ptaszczyznach) stosuje si¢ w przypadku materiatow
orotropowych i materiatow o wyzszej symetrii, gdyz wtedy jednoznacznie definiuja one
reprezentacj¢ tensora podatnosci. Ze wzordw tych wynika posta¢ macierzy podatnosci
(S.1.4.5). Szczegotowe wzory i ich interpretacje podaliSmy w pkt.S.1.4. Szczegdlna uwage
nalezy zwréci¢ na pkt.S.1.5 oraz zamieszczone tam wykresy modutdéw Younga,
wspotczynnikow Poissona oraz moduldw $cinania, ktore ilustruja testy PSN przy roznej
orientacji probki wzgledem gléwnych osi anizotropii materiatu.

2.3. Podstawowe uwagi i wnioski

i) Rozpatrywany liniowo-sprezysty model kompozytu jest materialem anizotropowym o
symetrii ortotropii — co jest wazne w aplikacjach i stosowaniu np. programéw MES, gdyz
w danych do reprezentacji macierzowej ortotropowego zwiazku Hooke’a (S.1.4.1) nalezy
poda¢ 9 niezaleznych parametrow. W relacji konstytutywnej (1.4) wystgpuja tylko cztery
niezalezne parametry: a,b,c 1 d (oprocz oczywiscie tensoréw struktury), patrz (2.3),
ktore zalezne sa od szesciu parametrow definiujacych sprezyste wtasnosci kompozytu. Sa
to: udzialy objgtosciowe p, 1 p,, moduty sprezysto$ci matrycy np. E,, i v,, oraz moduty
Younga dwoch rodzin wiokien: E,, 1 E,,. W tym znaczeniu model kompozytu jest
uproszczeniem ortotropowego zwiazku Hooke’a. Nalezy zaznaczy¢, Ze techniczne stale



16

sprezystosci materiatow ortotropowych wyznacza si¢ w klasycznych eksperymentach.
Niezaleznych statych jest dziewig¢¢ (konieczne jest wykonanie dwunastu testow, wsrod
ktoérych trzy testy shuza do weryfikacji doktadnos$ci uzyskanych wynikéw, patrz zalezno$é
(2.10) oraz wzory pkt.S.1.4). Makroskopowe eksperymenty na reprezentatywnych
probkach kompozytu i wyznaczone z nich techniczne stale ortotropii powinny stuzy¢ do
weryfikacji parametrow sprezystosci wynikajacych z teoretycznego modelu kompozytu.

i) W sytuacji gdy wersory m, sa zgodne z przyjeta ortonormalng baza ukladu
kartezjanskiego oraz siatka zbrojenia jest ortogonalna, np.: m, =b, 1 m, =b,, to z (1.4)
wynika, ze

o, =(a+b+cle, +ble,, +ey,)= E,(I=p, _pZ)[(

1 2 I_VM)SII Vi (822 t &3 )]+p1E218“ >
-V, —2vy,

EM(I_pl _pz)[(

1-v —2V2 I_VM)gzz +VM(811 +833)]+p2E22822>
M M

G, =(a+b+d)s22 +b(g11 +833)=

3.1)
EM(l_pl _pz)[(

I_VM_2Vi/I I_VM)833+VM(811+822)] )

O3 = (a+b)833 +b(811 +822):

E,(1-p,~p,)
O, =ag, =—" 1+V1 : 82 itp. OB~ 83 Oy =8y
M
gdzie podstawilismy (2.3). Przypominamy, ze
6,=0,, T,=0p €, =¢g) Vi =281 itp.

Wobec tego macierz reprezentacji tensora sztywnosci w notacji Voigta jest nast¢pujaca
(por. pkt.S.1.4):

la+b+c b b 0 0 0 |
a+b+d b 0 0 0
(32) (.= cb 000
al2 0 0
al2 0
| sym. al2 |

Oczywiscie gdy ¢ =d =0, to mamy z (3.1) i (3.2) zaleznosci obowiazujace dla materiatu
izotropowego (przypominamy, ze jezeli p, = p, =0, to z (1.4) otrzymujemy zwiazek
Hooke’a dla matrycy).

Macierz podatno$ci ma nastgpujaca postac:

I Sy S S 0 0 0
S, Sy 0 0 0
S, 0 0 0
(33) 5.,)- 2/a 0 0|
2/a 0
| sym. 2/a|

gdzie
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s, =%[a(a+2b)+(a+b)d] .S, =%[a(a+2b)+(a+b)c] ,
(3.4) S, =%[(a+b+c)(a+b+d)—b2],
b bla+d bla+
S12 :_% 5 S13 == (a—A ) 5 Sz3 == (a—A c) 5

gdzie z kolei zastosowano oznaczenie (2.7).

Widzimy teraz wyraznie, ze struktura macierzy sztywnos$ci i podatnosci jest podobna
jak w ortotropowym zwiazku Hooke’a (z 9 niezaleznymi stalymi sprgzystosci), patrz
(S.1.4.1)-(S.1.4.11). Ze wzgledu na wprowadzone idealizacje w modelu kompozytu,
miedzy elementami macierzy sztywno$ci 1 podatnosci materiatu istnieja dodatkowe
zalezno$ci, tzn.:

(3.5)
oraz

(3.6)

Z poréwnania elementow macierzy (3.3) z elementami macierzy (S.1.4.5) otrzymujemy
interpretacje technicznych staltych sprezystosci materialu kompozytowego w tzw. osiach
gléwnych ortotropii, tzn.:

C12 = C13 = Cz3 , C44 = Css = C66

S44 :Sss :S66 )

S,=VE , S,=VE,, S,=l/E,,
(3.7) Sp=-VylE,==Vv,/E =8,, Sy =-Vy/E;=—Vv;/E =8,
Sy =-Vyp/E,==Vvy,/E, =85,

oraz z (3.6) wynika, ze G,, =G,, =G,, = p,,G,,, gdzie p,, =1-p, —p,.

Szczegdtowa dyskusje modutéw Younga, wspdtczynnikéw Poissona i moduldéw $cinania,
wg wzorow (2.9)-(2.11) w przypadku PSN, przedstawilismy w Zataczniku 1 do
Sprawozdania WS-02 z 2005 roku. Poniewaz jakosciowe wnioski sa identyczne jak w
wymienionym Zataczniku, nie zamieszczamy tu dyskusji dotyczacej modelu
przestrzennego i zmiennos$ci tzw. technicznych statych sprezystosci w zalezno$ci od
orientacji probki wzgledem siatki zbrojenia.

iil) Zwiazki fizyczne typu (3.1) (tzn. wg idei modelu 1, patrz pkt.1) sa czgsto przytaczane w
literaturze dotyczacej kompozytéw wioknistych (por. np. Jemioto i in. (1990), Marks
(2000)) 1 trudno powiedzie¢, kto po raz pierwszy je sformutowal. Oryginalnos¢ pkt.2.2 i
2.3 opracowania polega na sposobie wyprowadzenia tych réwnan, ktére wynikaja z
zalezno$ci ogolnych o energii sprezystosci sktadnikéw kompozytu, zastosowaniu teorii
niezmiennikoOw 1 funkcji tensorowych, interpretacji relacji odwrotnych, itp. Podstawy
teorii materiatow zbrojonych wtoknami (w ramach mechaniki osrodkéw ciaglych)
przedstawione sa w ksiazce Spencera (1972), por. takze monografi¢ pod redakcja
Boehlera (1987) i literaturg¢ tam cytowana.

iv) W zaproponowanym modelu kompozytu postugujemy si¢ pojeciem modutu sztywnosci
rodziny widkien w siatce, a nie modutu sztywnos$ci wiokna. Gdyz E_ # E, , co wynika z

technologii wykonania siatek, z reguly E <E, . Wobec tego tensor sztywnos$ci
kompozytu mozna zaproponowac nastepujaco:

(3.8) Cr = (1 — P _pZ)CM +pBEM OM, +p,B,EM, M, .
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Bezwymiarowe parametry 3, i B, (nalezace do przedziatu od 0 do 1) nalezy ustali¢

doswiadczalnie. Wobec tego w relacjach konstytutywnych (2.2) albo (2.8),
obowiazujacych w przypadku ortogonalnej siatki mamy nast¢pujace parametry:

E, p E, v, p
39 a=—MTM = p= M MM , C= E . d= E .
(3.9) T+v, (1+VM)(1_2VM) PB.E, P.B,E,

Interpretacja technicznych statych sprezystosci wynika z (3.9) oraz (3.4) 1 (3.7).

Stosowane powyzej nazewnictwo wywodzi si¢ z mechaniki kompozytow. W
przypadku siatek (jak na rys.3.1) 1 przedstawionego modelu nalezatoby postugiwac si¢ np.
pojgciem sztywnosci nici i sztywnosci rodziny nici, lub innymi adekwatnymi pojgciami
dla danego wyrobu. Oczywiscie nie zmienia to samego modelu materiatu
kompozytowego, ale wprowadza inne interpretacje sktadnikow kompozytu. Ni¢ wykonuje
si¢ z wildkien, czyli modut Younga witokien jest wigkszy niz modut Younga nici
(traktowanej makroskopowo jako material jednorodny), co zmienia interpretacje wielkos$ci
wystepujacych we wzorze (3.9).

Armatex RS GLAS BITUTEX

Rys.3.1. Zdjecia przyktadowych siatek stosowanych w funkcji zbrojenia.

v) W zagadnieniach izotermicznych mozna uwzgledni¢ wptyw temperatury 7' wprowadzajac
zalezno$¢ statych sprezysto$ci matrycy 1 modutu sztywno$ci widkna od T, tzn.:
E, (T ), Vi (T ) 1 E, (T ) Funkcje te podstawiamy np. w tensorze sztywnosci (3.8) albo w

relacji konstytutywnej kompozytu o parametrach (3.9).

vi) W podobny sposob jak pokazalismy to w pkt.2.1 mozna wyprowadzi¢ model kompozytu,
w ktorym uzgodnione sa napr¢zenia w rodzinach wtokien i w matrycy (por. pkt.1, model
2). Punktem wyjscia jest wtedy funkcja dopelniajaca do JES (nazywana nieprecyzyjnie
energia komplementarna). W konsekwencji otrzymamy nast¢pujacy tensor podatnosci w
modeluo E, <E :

(3.10) s§=pMsM+pElyl M1®M1+p2—“M2®M2.

w w
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Bezwymiarowe parametry y, i y, nalezy ustali¢ do§wiadczalnie. Z (2.1) i (3.10) wynika,
VAS

(3.11) = —E—Z(trc)l NG Z)M o+ ’2“ (traM, M, erg—%(th2 M, .

w w

Model ten ma znaczenie teoretyczne (zwlaszcza wtedy gdy chcemy oszacowaé wiasnos$ci
efektywne kompozytu). W kontek$cie tego opracowania, gdzie siatkg rozpatruje si¢ w
funkcji zbrojenia, celem wprowadzenia siatki do matrycy jest przejmowanie naprgzen, a
nie odksztalcen, co uzasadnia wybdr modelu wg pkt.2.2 do dalszych rozwazan.

vii) Zaproponowanego w pkt.2.1 modelu kompozytowej warstwy nie mozna uwzgledni¢ w
klasycznej metodzie mechanistycznej projektowania nawierzchni drogowych, gdyz
warstwa z siatka ma makroskopowe wlasnosci ortotropowe. Dlatego w pkt.4
zamieszczamy aproksymacj¢ tego modelu modelem izotropowym.

viii) Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢ takze, ze w literaturze dotyczacej nawierzchni
asfaltowych (patrz np. Pilat i Radziszewski (2004) i.in.) stosuje si¢ pojgcie modutu
sztywno$ci w innym znaczeniu niz w mechanice materiatlow i konstrukcji od ponad
dwustu lat. Takze liniowa teoria lepkosprezystosci jest dziedzing mechaniki rozwijana od
ponad stu lat i ma precyzyjnie okreslone stownictwo. Autor opracowania byt §wiadkiem
wielu nieporozumien z tego wynikajacych, zwlaszcza w sytuacjach dotyczacych
zagadnien termodynamiki oraz pojecia energii, pracy i dyssypacji. Stosowana krotka
nazwa modutu sztywnosci (jako dtugosci zespolonego modulu Younga wyznaczanego w
testach z obciazeniem harmonicznym), modutu sprezystosci jako siecznego modutu
Younga, nie budzi watpliwosci tylko wtedy gdy ograniczamy rozwazania do
jednowymiarowych modeli liniowych lepkosprezystosci i sprezystosci oraz interpretacji
standardowych badan doswiadczalnych. Jezeli wykracza si¢ poza standardowe procedury
dzialania i proste modele, stosowane slownictwo powinno by¢ precyzyjne, zwlaszcza
wtedy gdy wyniki badan do$wiadczalnych wykazuja nieliniowe witasnosci mechaniczne
materiatow, a celem jest aproksymacja tych wynikow modelami liniowymi.
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3. Nieliniowo-sprezysty ortotropowy model przestrzenny - izotropowa matryca zbrojona
dwiema rodzinami wlokien nie przenoszacych Sciskania
W punkcie tym zamieszczamy uogoélnienia liniowo-sprezystego modelu kompozytu
wloknistego. Celem jest uwzglednienie dodatkowych, obserwowanych doswiadczalnie
faktow. Po pierwsze sformutujemy model, w ktorym siatka zbrojenia nie przenosi $ciskania, a
nastepnie uwzglednimy kruche pgkanie wldkien siatki.

3.1. Podstawowe zalozZenia i relacje konstytutywne

Podobnie jak w pkt.2.1 zaktadamy, ze kompozyt sklada si¢ z matrycy i dwdch rodzin
wtokien. Obecnie zakladamy wyidealizowany model, w ktorym nie dopuszczamy skrocenia
rodziny wiokien w trakcie deformacji kompozytu (por. jednowymiarowa idealizacje
zamieszczona na rys.l.1), co prowadzi w konsekwencji do nieliniowych zwiazkéw
sprezystosci. Zamiast zwiazku fizycznego o postaci (2.1.4) (albo réwnowaznej (2.2.2))
postulujemy nastepujace relacje konstytutywne:

ag +b(tre)T+ c(treM, )M, +d (treM, )M, , treM, >01treM, >0,
ag +b(tre)I +c(treM, M, , .. .. treM, >0itreM, <0,
ag+b(tre)l+d (treM, )M, , Jezell treM, <01 treM, >0,
ag+b(tre)l treM, <01 treM, <0.

(1.1) o=

Oznaczenia w (1.1) sa identyczne jak w pkt.2. W relacjach konstytutywnych (1.1) mozna
uwzgledni¢ propozycje (iv), co powoduje modyfikacje statych ¢ i d, por. (2.2.3)34 z (2.3.3).

Relacje konstytutywne (1.1) sa nieliniowe i stwarzaja duze trudno$ci w implementacji
numerycznej. W szeSciowymiarowe] przestrzeni tensordw odksztalcenia wprowadzone w
(1.1) nieréwnosci ograniczaja dziedzing i1 posta¢ obowiazujacego zwiazku fizycznego.
Poniewaz (1.1) sa zwiazkami sprezysto$ci, tzn. spelniaja zalozenie o stanie naturalnym
(zerowym odksztalceniom odpowiadaja zerowe naprezenia oraz zerowa jest jednostkowa
energia sprezystosci), to nierownosci silne wystepujace w (1.1) mozemy zamieni¢ na
nierownosci stabe 1 odwrotnie.

A
O

Rys.1.1. Jednowymiarowy model zwiazku
fizycznego 0(8) dla  materialu  nie
przenoszacego S$ciskania. Funkcja G(S) nie
jest rozniczkowalna w punkcie 0 oraz nie
istnieje zwiazek odwrotny o postaci &(c) dla
o < 0. Relacje konstytutywne sa nastgpujace:
> {Es , €>0,
o=
0, £<0.

Rys.1.2. Typowy wykres zwiazku migdzy

napr¢zeniami 1 odksztalceniami w tescie

jednoosiowego Sciskania/ rozciagania

kompozytu o relacjach konstytutywnych

(1.1). Szczegélowy opis 1 interpretacja w
> pkt.3.3.
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Nalezy zaznaczy¢, ze relacje (1.1) nigdy nie przewiduja sytuacji jak w modelu
jednowymiarowym pokazanym na rys.1.1, gdyz matryca pracuje na $ciskanie, por. rys.1.2.
Jest to pozadana cecha gdyz mozliwe jest zaprogramowanie tego modelu np. w programie
ABAQUS, bez koniecznosci istotnych korekt algorytmu MES. Konieczne jest w tym celu
zaprogramowanie w jezyku FORTRAN tzw. procedury uzytkownika UMAT.

Jezeli wersory m, sa zgodne z przyjgta ortonormalng baza ukladu kartezjanskiego oraz

siatka zbrojenia jest ortogonalna, np.: m, =b, i m, =b,, to z (1.1) wynikaja nastgpujace
relacje konstytutywne:

a) jezeli
(1.2) g,>0 1 €,>0,
to obowiazuja zwiazki (2.3.1),
b) jezeli
(1.3) g, >0 1 €,<0,
to

Ey,(I—p,—p

G = M( : 22)[(1_VM )811+VM(822+833)]+ P.Ez & >
l-vy —2vy
E,U-p, —-p

(1.4) Gy = M( 1 2)[(1_VM)822+VM (811"‘833)] 5

1-v,, —2v;,

_ EM (1_ P - pz)[(

- 1-v,, -2V, I=vy )833 +VM(811+822)]

33

oraz mamy zalezno$ci (2.3.1)456,

c) jezeli
(1.5) €,50 1 €,>0,
to
Gy = S (l_ P = 5)2)[(1_VM )811 +Vum (822 +833)] >
l-vy —2vy
E,(1-p, -
(1.6) Gy = lM( P [2)2)[(1_VM)822+VM(811+833)]+ P,Ez€5
—Vy —2vy

— Ey (l_ P - pz)[(

) 1=vy, —2vy, I_VM)833+VM(811+822)]

33

oraz mamy zalezno$ci (2.3.1)456,

d) jezeli
(1.7) €,<0 1 €,<0,
to
E,U0-p, -
Oon = IM( P EZ)[(I_VM)SU+VM(822+833)]a
-V —2Vy
E,(l-p, —
(1.8) Gy = IM( P 52)[(1_VM)822+VM(811+833)]’
-V —2Vy
E,(1l-p, —
3= IM( P EZ)[(I_VM)S%+VM(811+822)]
-V —2Vy

oraz mamy zalezno$ci (2.3.1)456.
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Uwaga: W programie ABAQUS zaprogramowany jest model sprgzystosci wg schematu
pokazanego na rys.1.1. W zagadnieniach przestrzennych (lub ptaskich) spr¢zystosci model ten
wymaga sprawdzenia naprg¢zen gltownych 1 wprowadzenia w zbiorze naprezen gtownych
ograniczenia o postaci: ¢; >0, (i = 1,2,3), ktérego konsekwencja jest wyzerowanie macierzy
sztywnosci, w sytuacji gdy o, <0. W instrukcji programu zamieszczona jest uwaga, ze model
ten moze stwarza¢ znaczne trudnos$ci numeryczne.

3.2. Modyfikacja modelu z uwzglednieniem kruchego pekania wldkien

W wielu przypadkach siatki wykonane sa z materiatéw kruchych (np. szkta), por. rys.2.1 1
2.2. Wobec tego konieczne jest uwzglednienie tego faktu w relacjach konstytutywnych
modelu kompozytu, co prowadzi do nastepujacych zwiazkow (1.1), w ktérych nalezy zmienic¢
ograniczenia, np.: relacja (2.1.4) obowiazuje wtedy gdy:

(2.1) treM, €[0,e,,] i treM, €[0,¢,,],

jezeli

(2.2) treM, €[0,e,,] i treM, <0 albo treM, €[0,¢,,] i treM, >¢,,,
to

(2.3) 6 = ag +b(tre)l+c(treM, )M,

oraz podobnie w pozostatych przypadkach, por. (1.1). W powyzszych wzorach odksztalcenia
€, saodksztalceniami, przy ktdrych nastgpuje zerwanie o rodziny wtokien.

a

A Rys.2.1. Jednowymiarowy model zwiazku

. fizycznego G(S) dla materialu kruchego nie

O

G, przenoszacego $ciskania.
Relacje konstytutywne sa nastgpujace:

Ee, ee[O,sk],
o=
0, e<0 albo e>g,.

€ jest odksztalceniem rz zerwaniu
0 e f Kk J przy
wldkna.

Rys.2.2. Typowy wykres zwiazku migdzy
napr¢zeniami 1 odksztalceniami w tescie
jednoosiowego Sciskania/rozciagania
kompozytu z kruchymi wioknami.
Szczegbtowy opis 1 interpretacja w tekscie.

Uwaga: Model podany powyzej mozna uog6lni¢ wprowadzajac zamiast kryterium zerwania
rodziny wtokien kryterium (albo hipotezg) utraty wspotpracy matrycy ze zbrojeniem oraz
kryterium zerwania wtokna. W konsekwencji prowadzi to do bardzo ztozonych relacji
konstytutywnych niz podane w tym punkcie. Podstawowa jednak trudnos$cia jest racjonalne
ustalenie wymienionych hipotez 1 nalezy zaznaczy¢, ze w mechanice kompozytow
zagadnienie to jest w fazie badan podstawowych.
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3.3. Interpretacja testu jednoosiowego Sciskania/rozciggania w przypadku modelu
nieliniowego

Jako prosty przyktad ilustrujacy prace modelu z pkt.3.1-3.2 zamieszczamy wyniki
dotyczace zadania jednoosiowego S$ciskania/rozciagania. W przypadku modelu liniowego
interpretacje  wszystkich  podstawowych  testow  doswiadczalnych realizowanych
napr¢zeniowo wynikaja z postaci macierzy podatnos$ci. Natomiast interpretacja testow
realizowanych odksztatceniowo, zard6wno w przypadku modelu liniowego jak i nieliniowego,
wynika bezposrednio z relacji konstytutywnych tych modeli. W przypadku modelu
nieliniowego interpretacje testOw napr¢zeniowych sa bardziej ztozone.

Przesledzimy obecnie przewidywania modeli wg pkt.2 1 pkt3.1-3.2 w tescie
jednoosiowego stanu naprezenia. Niech 6,, =c oraz pozostale sktadowe stanu napr¢zenia sa
zerowe, czyli rozpatrujemy S$ciskanie/rozciaganie wzdluz kierunku, ktory jest zgodny z
ulozeniem pierwszej rodziny wiokien w kompozycie (m, =b, =n). Z (2.1.1) (albo (2.1.4))
wynika, ze odksztatcenia katowe sa zerowe (czyli odksztalcenia w kompozycie sa
odksztatceniami glownymi). Natomiast z (2.3.1),23, czyli w przypadku modelu liniowego,
otrzymamy (w celu uproszczenia oznaczen opuszczamy dolne M w statych sprezystosci
matrycy, tzn.: E=E,, v=v,):

E(l-p, -
o= BRI vfey v e s
E(l-p, - p,)

1_V_2V2 [(I—V)Sz +V(8] +&, )]+ p2E2282 =0’

3.1)

(l—V)83+V(81+82)=0 ‘
Z (3.1); wynika, ze

(3.2) €, = —%(81 +82) ,
-V

co pozwala wyeliminowac¢ sktadowa €, z (3.1)12 . Z (3.1); otrzymamy:

(l_ P - pz) = _vg Pwm
l_pl_p2)+ pznz(l_vz) 1 pM+p2n2(1—v2)

€, =—Vg, ( =-vg,D,,

(3.3)

N, = éz’ Pw=1-p,—p,,

czyli znak odksztalcenia €, jest przeciwny do odksztalcenia €, gdyz D, >0 oraz dla
typowych materialdw mamy v e (1,1/ 2) (uwaga: w materiale bez siatki mamy D, =1 jak by¢
powinno). Po podstawieniu (3.2) i (3.3) do (3.1), otrzymamy:

o Py + P, (1-v?) 1
1= 2 E
(3.4) Epwy l(plnl + p2n2)+ Py + PN, pznz(l_v )J E,
o _Eu
1 E’

~

gdzie E, >0, czyli znak odksztalcenia €, jest zgodny ze znakiem napr¢zenia 6. Wobec tego
w przypadku modelu z pkt.2.1 zwigzki na odksztalcenia glowne ¢, €, 1 €;, w tescie
jednoosiowego $ciskania/ rozciagania, maja odpowiednio postac (3.4) oraz



24

(3.5) €, =-V—=-0, & =—L(l—sz)g .
I-v .

Jezeli $ciskanie/rozciaganie jest w kierunku zgodnym z wersorem drugiej rodziny wiokien
m, =b, =n, to we wzorze (3.3), wystgpuje p,n, (stata D,) zamiast p,n, oraz

1 pu + P, (1-v?) ,
E, Epy |_(plnl + p2n2)+ Pm + PN, pznz(l_vz)J

Obowiazuje zalezno$¢:

(3.6)

3.7 & = & ,
1 2
z ktorej wynika, ze
(3.8) v, =vD, , v, =vD,.

Podobnie postgpujemy rozpatrujac test §ciskania/rozciggania w kierunku prostopadtym do
powierzchni siatki. Zauwazmy, ze otrzymane zalezno$ci sa zgodne z ogodlnymi wzorami
(2.2.9)-(2.2.10) oraz interpretacja sktadowych macierzy podatnosci (2.3.3). Mozemy wobec
tego opusci¢ symbol fali nad wyprowadzonymi statymi technicznymi kompozytu wg modelu
z pkt.2.1.

W przypadku modelu z pkt.3.1 i testu jednoosiowego, zgodnego z wersorem m, =b, =n,
zalezno$ci sg bardziej ztozone, poniewaz wzory (1.1);, obowiazuja tylko w przypadku a). Nie
ulega zmianie wzor (3.1);. Nalezy niezaleznie rozpatrzy¢ rozciaganie ¢ >0 i $ciskanie o <0
oraz znaki odksztatcen gtoéwnych. Jezeli 6>0,to €, >0 1 ¢, <0, czyli zamiast (3.1), mamy

zalezno$¢ wynikajaca z (3.4),:

(3.9) (l—v)a2 +v(:a1 +83)=0
oraz (1.1)s, z ktérych wynika, ze

(3.10) €, =86, =—Vg, .
Podstawiajac (3.10) do (3.1); otrzymamy

1
& =—F——m0O0 .
: E(pM +111pl)

Jezeli <0, to ¢ <0 1 g,>0, czyli zamiast (3.1); (obowiazuje zaleznos¢ (3.1);) mamy

(3.11)

zwiazek wynikajacy z (3.6);:
E(l-p, -
(3.12) G=L82)[(l—v)sl+v(sz+s3)] .
1-v-2v
Na odksztatcenie €, mamy zalezno$¢ identyczna jak (3.3), ktora lacznie ze zwiazkiem (3.1);
nalezy uwzgledni¢ w (3.12). W wyniku otrzymamy:
2

(313) 81 — pM + p2n2(1 v )G

E( Pv + M, P, )

Oznacza to, ze model kompozytu nieliniowego przewiduje w teScie $Sciskania w kierunku
pierwszej rodziny widkien nastgpujacy zastepczy modul sztywnosci:
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e __ E(putn,p,)

(3.14) 5Py (i)’
natomiast w tescie rozciagania zastgpczy modut sztywnos$ci o postaci:
(3.15) Ey =E(py +1,p)-

Zauwazmy, ze dla typowych danych mamy E,, > E,, por. rys.1.2.

Jezeli uwzglednimy pekanie rodzin wtokien wg modelu z pkt.3.2 musimy dodatkowo
rozpatrzy¢ sytuacje gdy €, >¢,, 1 €, >¢,,. Na przyklad jezeli ¢, >¢,,, to zamiast modutu
(3.15) mamy Ep,, , czyli pracuje tylko matryca, por. rys.2.2.

W przypadku testu $ciskana/rozciagania w kierunku zgodnym z druga rodzina wtokien
m, =b, =n otrzymamy:

E(pM N pl)
3.16 E, =E +M E, = .
( ) 2r (pM 2 pz)a 2s Dy, b, 1(1 Vz)

Zauwazmy, ze w najprostszym modelu kompozytu dwukierunkowo zbrojonego wystepuje
efekt ,,wspotpracy” wzajemnie prostopadlych rodzin widkien, co jest szczegdlnie widoczne
we wzorach na efektywne moduty sztywnosci kompozytu, patrz np. wzory (3.4) i (3.6).
Uwzglednienie dodatkowych ,,wyidealizowanych” wtasno$ci rodzin wtokien powoduje, ze
efektywne sztywnosci kompozytu $ciskanego (jednokierunkowo albo dwukierunkowo) sa
mniejsze niz kompozytu rozciaganego.

Uwaga: Czesto w literaturze méwi sig, w konteks$cie stosowania siatek w funkcji zbrojenia, o
siatkach jako o membranach, ktére przenosza sily rozciagajace. W mechanice membrana
nazywa si¢ warstwe (bardzo cienka ptyte o grubosci h), ktorej sztywnos$¢ na zginanie mozna
pomina¢. Sztywnos$¢ membrany (i jej zdolno$¢ do przenoszenia obciazen prostopadtych do
powierzchni $rodkowej) zapewniaja tylko sily jej naciagu (podobnie jak w ciggnie).
Réwnanie na ugigcie membrany ortotropowej we wspotrzednych Kkartezjanskich jest
nastepujace (o interpretacji lokalnego réwnania réwnowagi w przemieszczeniach):

O*W(X,,%,) ., O*W(X,,X,)
2

+N
OX} OX3

(3.17) N, =—q(x,X,),

gdzie w jest ugigeciem powierzchni $rodkowej membrany, a (¢ jest obcigzeniem
powierzchniowym (prostopadlym do powierzchni membrany), za§ N, >0 1 N, >0 sa sitami

naciagu (w jednostkach sity przez jednostke dhugosci) odpowiednio w kierunku 1 1 2.
Naprezenia wystgpujace w membranie sa naprgzeniami gldwnymi i1 rozciagajacymi oraz
wynosza: 6, = N_/h. Widzimy, ze w teorii membran nie wystgpuje zadna stala materialowa
sprezystosci materiatu membrany. Istotne jest tylko, ze sity naciagu musza by¢ mniejsze od
odpowiednich wytrzymato$ci membrany w kierunkach 1 i 2. W tym wilasnie sensie, w
przypadku siatek istotne sa jej parametry wytrzymalo§ciowe uzyskane w testach rozciagania.
Wzér (3.17) podaliSmy w najprostszej sytuacji gdy sity naciagu tworza jednorodne pole
wektorowe w obszarze membrany. Rownania (3.17) uzupelnia si¢ odpowiednimi warunkami
brzegowymi typu Dirichleta i Neumanna. W najprostszej sytuacji zadane sa przemieszczenia
na brzegu membrany (czyli mamy zagadnienie Dirichleta dla rownania rézniczkowego
czastkowego drugiego rzedu).
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4.0ptymalna aproksymacja liniowo-spre¢zystego ortotropowego modelu kompozytu
modelem izotropowym

Celem tego punktu jest wyprowadzenie aproksymacyjnego modelu kompozytu z pkt.2.1 o
izotropowych wtasno$ciach sprezystych.

4.1. Sformulowanie i rozwigzanie zagadnienia optymalizacji

Z algebry podwojnie symetrycznych tensorow czwartego rzedu wynika, ze tensory
Hooke’a tworza euklidesowa przestrzen o 21 wymiarach. Wprowadzenie tensorowych baz
ortonormalnych pozwala na zastosowanie wilasno$ci izomorfizmu migdzy reprezentacjami
tensorow sztywnosci a symetrycznymi, dodatnio okre§lonymi macierzami 6x6 (uwaga: nie
istnieje izomorfizm jezeli stosujemy tzw. notacj¢ Voigta i wynikajaca z tego reprezentacj¢
tensorow sztywno$ci 1 podatnosci). Formulujac wobec tego zagadnienia algebraiczne i
analityczne dla tensorow Hooke’a mozemy zastosowaé wyniki algebry i analizy macierzy,
por. Rychlewski (2000,2001), Jemioto (1999,2003) i literatur¢ tam cytowana.

Formutujemy nastgpujacy problem optymalizacyjny: zatéozmy, ze dany jest tensor
sztywno$ci materialu anizotropowego C,, nalezy znalez¢ taki tensor izotropowy C, aby

realizowane byto minimum funkcji odlegto$ci migedzy tymi tensorami:

(1.1) rréind(CA,C,) :

gdzie d(C,,.C,)=[C,-C,| ., zas |[C|=VC:C=vTrC".
W kazdym przypadku istnieje doktadnie jedno rozwiazanie problemu (1.1) o nastgpujace;j
postaci:

(1.2) C, :%1®1+ K{l—%l@l} ,
gdzie
(1.3) K, :%I-CA-I , K, :%(TrCA—KI).

Z (1.6) (przy oznaczeniach (2.3)) oraz (4.2)-(4.3) wynika, ze rozwiazanie problemu
optymalizacyjnego dla rozpatrywanego kompozytu jest nastepujace:

(1.4) KK1=a+3b+%(c+d), KKZ:a+%(c+d).

Moduty Kelvina (1.4), odpowiednio zmian obj¢tosciowych i1 $cinania sa efektywnymi,
modulami sztywnos$ci, izotropowej aproksymacji kompozytu z dwoma ortogonalnymi
rodzinami wiokien. Model aproksymacyjny przewiduje wzrost sztywnosci kompozytu
wzgledem materiatu matrycy 1 dotyczy to wszystkich rodzajow odksztalcen. Nalezy
podkresli¢, ze model ortotropowy wg pkt.2 nie zmienia modutéw sztywnosci zwiazanych z
deformacjami katowymi.

Zauwazmy, ze gdy c=d =0, to otrzymamy z (1.4) moduty Kelvina matrycy.

Poniewaz:
(1.5) Ky = x

< T v,

9

2
1+vy

to z (1.4) i (1.5) wynika, ze modut Younga i wspotczynnik Poissona izotropowego modelu
aproksymacyjnego kompozytu z siatka regularng sa nast¢pujace:
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(3a+9b+c+d)15a+2c+2d)
3(15a+30b+4c+4d)

Ex =

(1.6)
E[21 v=2v?[pm, + pyn, f +3py (7- 8V)(pm1+p2n2)+45pM]
12(1-v-2v*Jpn, + p,n,)+45p,,
_ 15b+c+d
“ 15a+30b+4c+4d
(1.7)

(1 v—2v )(pm1+pmz)+15\’pm
4(1 v-=2v )(Pm1+sz)+15pM

4.2. Interpretacja wynikow

Wzory (1.6) 1 (1.7) maja prosta strukturg, gdyz wspotczynnik v, (wielko$é
bezwymiarowa) jest zalezny od wspdtczynnika Poissona materialu matrycy ve(—l,l/ 2),
udziatu objgtosciowego matrycy w kompozycie p,, =1-p, — p, oraz sumy:

(2.1) pm, + PN, = p] pz =K,

dodatkowo, aproksymacyjny modut sztywnosci E, jest zalezny od modutu Younga matrycy
E >0, co jest oczywiste. Graniczne warto$ci sa nastgpujace: jezeli p, =p, =0, to wtedy
py =11z (1.6) otrzymamy E, =E, a z (1.7) v =v, jak by¢ powinno, natomiast jezeli
p,+p,=1, to wtedy p, =0 i z (1.6) otrzymamy E, =(p,E,, +p,E,,)/6, a z (1.7)
v =1/4 (uwaga: wspolczynnik Poissona rowny Y otrzymuje sig¢ w teorii sprezystosci
materialow izotropowych, w ktorej zaktada sig, ze sity oddziatywania migdzyczasteczkowego

sa centralne). Takze z tego wynika formalna poprawnos$¢ wzoréow (1.6) i (1.7). Wobec tego
wzory (1.6) 1 (1.7) mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

ER(-v—2v? )} +3p, (7- 8V)‘<+45pM]
(2.2) Eq(E.v, Py.x)= 12(1-v-2v? ) +45p,
(2.3) Vi (V. Py k)= (1‘V_2V2)K+15Vp“"

41-v-2v? ) +15p,

Przyktadowe wykresy funkcji (2.2) 1 (2.3) zamieszczono na rys.2.1-2.3. Modut Younga
kompozytu jest liniowo zalezny od modutu sztywnos$ci matrycy. Pomimo zlozonej zaleznosci
E, od pozostatych parametrow, to na rys.2.1 widzimy praktycznie liniowe wykresy funkcji

(2.2) przy ustalonych wielkosciach p,, 1 v (rys.2.1a) oraz ustalonych « 1 v (rys.2.1b).
Wynika to z rozwinigcia (2.2) w szereg Maclaurina wzgledem « :

E
(2.4) ?K(v Pu-K)= Py +%(3—4v+8v2)|<+0(1<2)
oraz z rozwinigcia (2.2) w szereg Maclaurina wzgledem p,, :

E K 9—-16v
(2.5) ?K(V pM,K)Zg““m Pu +O(pfn)-

W przypadku danych, dla ktérych wykonano wykresy na rys.2.1, widzimy wyrazny efekt
zwigkszenia sztywnos$ci kompozytu (na $ciskanie jak i rozciaganie) w wyniku wprowadzenia
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do matrycy siatki zbrojeniowej (patrz wzor (2.4) i rys.2.1a) oraz w wyniku wypetnienia siatki
matryca (patrz wzor (2.5) i rys.2.1b).
a) b)
A
A | E}(
I E

| 2.4
12.55_ .
10| 2ag
7-55
E 1
5t | p_\:
f 1.8]
2.5; |

Rys.2.1. Wykresy przeskalowanego (przez modut sztywnosci matrycy E ) modutlu Younga
modelu aproksymacyjnego kompozytu zbrojonego siatka wg (2.2), a) E,/E jako funkcja

zalezna od x, dla v=1/4 oraz 1) p,, =0.91 2) p,, =0.3, b) E,/E w funkcji p,,, dla
k=10 oraz 1) v=0.1, 2) v=1/4 i 3) v=0.4. Uwaga: w przypadku « =const, mamy
pw €[0,1).

VK'

0.32

.28

0
0.26
0.24

0.22

Rys.2.2. Wykresy wspodtczynnika Poissona modelu aproksymacyjnego kompozytu zbrojonego
siatka wg (2.3) w funkcji p,,,dla k=10 oraz1) v=0.1,2) v=0.2,3) v=0314) v=04.

Charakterystyczna warto$§¢ wspolczynnika Poissona to 1/4, gdyz wtedy z (2.3)
otrzymamy v, =v=1/4 (patrz rys.2.2) oraz zasadniczo rézne sa wykresy tej funkcji, w
zaleznosci od «, dla ve(=11/4) i ve(1/4,1/2), por. rys.2.2 i 2.3. Jezeli ve(l/4,1/2) to
Vi (K) jest funkcja monotonicznie malejaca od v do 1/4, patrz rys.2.3a i b, natomiast jezeli
ve(-11/4) to v, (k) jest funkcja monotonicznie rosnaca od v do 1/4.

W przypadku niescisliwego materialu matrycy otrzymujemy zawsze v, =v =1/2, patrz
wzor (2.3).
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o o O O
. . . .

A Rys.2.3. Wykresy wspoélczynnika Poissona
modelu  aproksymacyjnego  kompozytu
zbrojonego siatka wg (2.3) w funkcji «, a)
v=0.1/3, b)v=04, ¢c) v=0.2, krzywe:
1) py =09,2) p,=0.7,3) p, =05 14)
py =0.3.

Nalezy zaznaczy¢, ze model aproksymacyjny nie zawsze przewiduje wzrost sztywnosci
wzglednej kompozytu w stosunku do materiatu matrycy, co ilustruje ponizszy przyktad.
Wynika to takze bezposrednio ze wzoru (2.4), ktory jest przyblizeniem wzoru (2.2). Jezeli

%(3—4v+8v2)|< <1-py, to otrzymamy efekt oslabienia materiatu. Oznacza to, ze modutly

sztywnosci rodzin zbrojenia powinny by¢ (w przyblizeniu) o rzad wielkosci wigksze niz
modul sztywno$ci matrycy aby uzyska¢ pozadany efekt wzrostu sztywnosci wzgledne;.

Przyklad: Niech dane beda nastgpujace wielkosci dotyczace odpowiednio matrycy 1 siatek
zbrojenia: a) E=2.8GPa, v=04, p, =0.6 oraz p,=0.1, E, =25.0GPa, p,=0.2,
E,, =30.0 GPa (uwzglgdniono niepelne wypelnienie oczek siatek materiatem matrycy), to ze
wzorow (2.2) 1 (2.3) otrzymamy ok.: E, =3.17 GPa oraz v, =0.36. Wynika z tego, ze
wzgledny wzrost modutu sztywno$ci materialu zbrojonego w stosunku do materiatu matrycy:
(EK - E)/ E (nazwijmy to efektywnoscia zbrojenia) wynosi ok. 13%. Natomiast jezeli mamy:
b) py =0.4 oraz p,=0.2 1 p, =0.3, przy pozostatych danych jednakowych, to otrzymamy:
E, =3.54GPa i v, =0.33 oraz efektywnos¢ zbrojenia ok. 26%. Jezeli w przykladzie b)
E=20GPai v=0.2, przy pozostatych danych jednakowych, to E, =10.35GPa1 v, =0.21

oraz efektywnos$¢ zbrojenia ok. -48%, co oznacza bezcelowo$¢ wprowadzenia w tym
przypadku siatki do matrycy.
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5. Optymalna aproksymacja ortotropowego zwigzku Hooke’a PSN materialem
izotropowym PSN oraz interpretacja wyniku w przypadku modelu przestrzennego
kompozytu o izotropowej matrycy zbrojonej siatka

5.1. Uwagi wstepne

Proponujac model konstytutywny siatki czgsto rozpatruje si¢ ja jako pewien material
ortotropowy pracujacy w ptaskim stanie naprgzenia (PSN). Podstawowa wtedy sprawa jest
ustalenie reprezentatywnej powierzchni siatki (reprezentatywnej probki RP), tak aby
zatozenie o kontinuum byto akceptowalne. Wymiary reprezentatywnej probki zaleza od
parametréw geometrycznych siatki (czyli komorki periodycznosci KP) oraz rodzaju
wykonywanego testu doswiadczalnego i sposobu zamocowania probki w maszynie
wytrzymatos$ciowej, aby efekty brzegowe byly pomijalne. Takze w symulacji MES pracy
siatki wybor adekwatnej KP i RP jest istotny, ze wzgledu na przyblizony charakter obliczen
oraz przyjmowane warunki brzegowe, por. pkt.S.2.4.2. W matematycznej teorii
homogenizacji materialdw o strukturze periodycznej, ktérej celem jest wyznaczenie
efektywnej sztywnosci (albo podatno$ci) wystarczajaca jest znajomos¢ KP, gdyz rozwiazujac
zagadnienie brzegowe na komorce zaktada si¢ odpowiednie warunki periodycznosci, a w
przejSciu  granicznym do kontinuum wymiary komoérki KP daza do zera. Stosujac
standardowe oprogramowanie MES nie wykonuje si¢ wymienionego przejscia granicznego i
dlatego obliczenia MES, przeprowadzane w celu wyznaczenia witasnosci efektywnych,
nazywa si¢ homogenizacja numeryczna.

X3

X

Rys.1.1. Schematyczny rysunek siatek w kartezjanskim uktadzie wspotrzgdnych zgodnym z
kierunkami gtownymi ortotropii reprezentatywnej probki RP. RP zlozona jest z komorek
periodycznosci KP.

W inzynierii materialdéw anizotropowych (kompozytow, krysztatow, itp.) stale techniczne
ortotropii (nazywane cz¢sto wlasnosciami efektywnymi) wyznacza si¢ z klasycznych testow
doswiadczalnych jednoosiowego rozciagania probki RP w kilku kierunkach oraz testu
Scinania. Oczywiscie podstawowe s3 testy rozciagania w kierunkach wzajemnie
ortogonalnych (np. zgodnych z kierunkami rodzin witokien, albo w og6lnosci kierunkami
gléwnymi anizotropii), z ktorych standardowo wyznacza si¢ moduly Younga. Z reguty tego
typu testy wykonuje si¢ jako badania standardowe w przypadku siatek. Nie sa one jednak
wystarczajace do okreslenia statych sprezystosci modelu ortotropowego, patrz pkt.5.2.
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Reprezentatywna monografia, z punktu widzenia zastosowan technicznych, materiatéw o
strukturze komodrkowej jest bardzo popularny podrgcznik Gibson i Ashby’go (1988), w
ktérym rozpatrywane sa wybrane modele konstytutywne tych materialow, tacznie z analiza
okreslenia ich efektywnych wilasnosci mechanicznych. Nalezy podkresli¢, ze najwigcej prac
w tej dziedzinie dotyczy wyrobdw o strukturze plastra miodu.

Klasyfikacje geosyntetykdw stosowanych w drogownictwie podane sa m.in. w
podrecznikach Bugajskiego i Grabowskiego (1999) oraz Wesolowskiego, Krzywosza i
Brandyka (2000). Zalecenia dotyczace stosowania geowyrobow w warstwach asfaltowych
nawierzchni drogowych podane sa w pracy Zawadzkiego, Sybilskiego 1 Skierczynskiego
(2004), por. takze pracg Gotosa (2005) oraz literaturg na ten temat cytowana w Sprawozdaniu
z 2005 roku.

Poniewaz w standardowej metodzie mechanistycznej (oraz dostgpnym oprogramowaniu)
stosowane jest zalozenie o izotropowos$ci poszczegodlnych warstw nawierzchni (patrz
cytowane Katalogi IBDiM), to waznym problemem jest takze racjonalne zaproponowanie
aproksymacji makroskopowo ortotropowego modelu siatki modelem izotropowym, co
pokazujemy w pkt.5.3.

5.2. Siatka jako kontynualny material ortotropowy

Przypominamy, ze w przypadku PSN i dowolnego materiatu ortotropowego mamy
nast¢pujacy odwrotny zwiazek Hooke’a w otronormalnych bazach tensorowych (kierunki
gléwne ortotropii sa zgodne z kierunkami uktadu wspotrzednych, patrz rys.4.1), por.S.1.5.15:

1 _va
€ E, sz On
(2.1) &5 =—% = 0 o |,
\/5812 1 ’ 1 \/5612
0 0
| 2G,,
gdzie
A% A%
2.2 2 =2l
(2.2) EE,

Oznacza to, ze konieczne jest wyznaczenie czterech niezaleznych statych sprezystosci. Na
przyktad z testu jednoosiowego rozciagania w kierunku 1 (o,, =0 oraz c,,=0,,=0), w
ktorym wykonujemy pomiary odksztatcen €, 1 €,,, otrzymamy modul E, i wspdtczynnik
Poissona v,,. Podobnie z testu jednoosiowego rozciagania w kierunku 2 otrzymamy E, i
v,,. Zalezno$¢ (2.2) jest sprawdzeniem dokladnosci wykonanych testow. Pomiary

odksztalcen w kierunku prostopadtym do kierunku rozciagania sa z reguty obarczone duzym
btgdem. Dlatego czgsto wykonuje si¢ test roOwnomiernego dwuosiowego rozciagania
(0, =0, =0 oraz 6,, =0) i dokonuje pomiaru odksztalcen ¢, 1 €,,. Wtedy wspolczynniki
Poissona, przy znanych modutach E, i E,, odksztalceniach ¢,, i €,, oraz naprgzeniu
G, =0, =G, mozemy obliczy¢ z nastgpujacych zaleznosci:
(2.3) Vo :l_igzz , Vi :l_ﬂgu -

c c
Z testu $cinania (G,,=T oraz o, =0, =0), w ktorym dokonujemy pomiaru kata
odksztalcenia postaciowego otrzymamy G,,. W przypadku siatki test $cinania jest trudny do
wykonania. Dlatego nalezy wykona¢ np. test jednoosiowego rozciggania w kierunku pod
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katem m/4 w stosunku do kierunkow glownych ortotropii. Wtedy G,, otrzymamy z
nastgpujacego wzoru:
EE,c

25 G, = .
22 Y 4EEe—[E(1-v, )+ E(1-v,)lo

We wzorze (2.5) o jest naprezeniem rozciagajacym, a € jest odksztalceniem w kierunku
rozciagania.
Zwiazek odwrotny do (2.1) jest nastepujacy:

i E, __Eyvy, 0 ]
o, l_g‘lzvzl l_gIZVZI €
(2.6) Cn |T _1_3\/1\2/ 1—\/2\/ 0 €2
\/5612 012 21 (1)2 21 2G12 \/5812

W przypadku materiatu izotropowego zwiazek (2.3) ma znacznie prostsza posta¢ gdyz

(2.7) E =E,=E, v,=v, =V

oraz

(2.8) 2G, =E/(1+V).

W przypadku materiatu izotropowego 1 PSN ograniczenia na stale sprezystosci sa
nastepujace: E >0 i Ve(— 1,1) oraz wynikaja one z zalozenia o dodatniej okre§lonosci
tensorow sztywnosci 1 podatnosci.

W Tablicy 2.1. zamieszczono przykladowe wartosci technicznych statych sprezystosci
modeli geosiatki 1 geowldkniny (wykonanych z polipropylenu) jako materialow
ortotropowych PSN wg pracy Perkinsa (2000). Dodatkowo w ostatnim wierszu podano
stosunek E,/E,, ktory charakteryzuje stopien anizotropii tych materialow w prostych
jednoosiowych testach rozciagania. Zauwazmy, ze zaréwno geosiatka, jak 1 geowtoknina ma
bardzo mate wartosci modutu G,, w stosunku do sztywnosci E, i E,. GeowlOknina
praktycznie nie przenosi tzw. czystego S$cinania. Dodatkowe interpretacje o stopniu
anizotropii podanych w Tablicy 2.1 materiatlow ortotropowych wynikaja z analizy tensora
sztywnosci i1 twierdzenia o rozktadzie spektralnym tego tensora.

Tablica 2.1. Techniczne stale sprezystosci, dane wg pracy Perkinsa (2000)*

Techniczne state | Geosyntetyk (geosynthetics)
sprezystosci Geosiatka (geogrid) Geowlodknina (geotextile)
E, [MPa] 645 960
E, [MPa] 600 239
G,, [MPa] 30 1
Vi, 0.03225 0.5
Vs, 0.03 0.1245
E /E, 1.075 4.017

* W pracy Perkinsa kierunek 1 oznaczany jest jako XM (cross machine direction), zas kierunek 2 jako
DM (machine direction). Stata G,, zostala wyznaczona z testu rozciagania pod katem w/4 do
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kierunku XM. Testy zostaly wykonane na prébkach o wymiarach 280x750 mm, o bazie pomiarowej
240x250 mm. W wymienionej pracy zamieszczone sa takze wartosci technicznych statych
sprezystosci dla macierzy sztywnos$ci 3D materialu ortotropowego. Nie zamieszczamy ich, gdyz
zostaly one przyjete a priori przez Perkinsa i nie wynikaja z badan doswiadczalnych.

W Tablicy 2.2 podane sa warto$ci trzech niezaleznych modutow Kelvina materiatu
ortotropowego PSN (wartosci wlasnych macierzy sztywnosci (2.6) wg danych z Tablicy 2.1)
oraz stosunkéw: K, /K,, K,/K, i K,/K;. Tylko trzeci modul Kelvina ma prosta
interpretacj¢ modutu sztywnosci czystego Scinania, gdyz K, =2G,,, por. Jemioto (1999). W

pierwszym 1 drugim module Kelvina mamy sprz¢zenie sztywnos$ci na deformacje zwiazane ze
zmiang elementarnych pol powierzchni materialnych jak 1 ich postaci. Jezeli materiat jest

izotropowy to mamy jednokrotny modut sztywno$ci zmian pola powierzchni IZI 1 dwukrotny
modul sztywnos$ci $cinania 122 =IZ3, por. pkt.4.3. Warto$ci podane w Tablicy 2.2, ktére

dotycza geosiatki, sugeruja, ze racjonalne jest w tym przypadku poszukiwanie uproszczonego,
izotropowego modelu kontynualnego. Wynika to z faktu, ze K,/K,=1 oraz

K, /K, =K, /K,.

Tablica 2.2. Moduty Kelvina, dane do obliczen przyjeto z Tablicy 2.1

Techniczne state | Geosyntetyk (geosynthetics)
sprezystosci Geosiatka (geogrid) Geowloknina (geotextile)

K, [MPa] 652.81 1044.29

K, [MPa] 593.40 234.29

K, [MPa] 60 2
K, /K, 1.01 4.46
K, /K, 10.88 522.14
K,/K, 9.89 117.146

5.3. Aproksymacyjny model izotropowy
Stawiamy nastgpujacy problem: poszukujemy takiej macierzy sztywnos$ci materialu
1zotropowego:

| E Ev 1
- 0
1—52 1:32
Ev FE
31 - 0 D)
G5 1-v: 1=y
0 0 LN
i 1+v_

ktéra w sensie energetycznym (albo w sensie odleglo$ci w przestrzeni ptaskich tensoréw
sztywnos$ci) jest optymalna aproksymacja macierzy sztywnos$ci materialu ortotropowego
(2.6). To zagadnienie optymalizacji jest szczegdlowo przedstawione w raporcie Jemioto
(1999), gdzie takze znajduje si¢ omoOwienie literatury zrodlowej na ten temat.

Postepujac podobnie jak pokazaliSmy to w pkt.4 otrzymamy nast¢pujacy wynik (omijamy
tu stosunkowo proste, ale zmudne przeksztatcenia):
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(3.2) = (£, (v )+ B (L v )[E (L= vy, )+ By (1-v,,) = 4G, (1= v, v,y )]
(1 ~ ViV )[El (3 TV )"' E, (3 + V12)+ 4G, (1 ViV )]
E, (1 +3V21)+E2(1+3V12)_4G12 (1 _V12V21)

E, (1+3V21)+E2 (l+3V12)+4G12 (l_VIZVZI) ‘

(3.3) V=

Jezeli zachodza zwiazki (2.7) 1 (2.8), to z (3.2) 1 (3.3) otrzymujemy tozsamosci jak byc¢
powinno.
Mozna sformutowaé zagadnienie optymalizacyjne w sensie minimalizacji odlegtosci w

przestrzeni plaskich tensoréw podatnosci. Wtedy otrzymuje si¢ nastgpujacy wynik
(przeksztalcenia pomijamy):

= 8E E.G
34 E = 15,415 ’
E\E, +G12[El(3_v21)+E2(3_V12 )]
(3.5) V= 4[EIEZ +2(El +E2)G12]

E1E2 + G12 [El (3_\’21 )+E2(3 _VIZ)]_

Model aproksymacyjny o statych (3.4) i (3.5) mozna interpretowaé jako model, w ktérym
uzgodniono naprgzenia zgodnie z kryterium minimum ,energii” komplementarnej
(precyzyjniej-funkcji dopetniajacej do funkcji jednostkowej energii sprezystosci).

Jezeli zachodza zwiazki:

(3.6) E=E,=E, v,=vy =V
oraz
(3.7) 2G, =E /(1+V),

to po podstawieniu ich w (3.6) 1 (3.7) otrzymujemy tozsamosci jak by¢ powinno.

Przyklad 1: W Tablicy S.1.5.1 zamiesciliSmy typowe dane dotyczace kompozytow
zbrojonych wioknami. Obecnie uzupeilniamy te¢ tablice o wynik aproksymacyjny dwoma
modelami izotropowymi, patrz Tablica 3.1. Dodatkowo w Tablicach 3.2 i 3.3 podane sa state
sprezystosci typowych wtokien i zywic. W przypadku widkien dane dotyczace wiasciwosci
mechanicznych sa istotnie zalezne od ich Srednicy. Widkna bardzo cienkie (i stosunkowo
krotkie) maja znacznie wigksza sztywnos$¢ i wytrzymatos¢é niz wiokna grube. Wynika to z
m.in. z technologii produkcji widkien. Zauwazmy, ze wldkna maja prawie o dwa rzedy
wielkos$ci wigksza sztywno$¢ niz materiat matrycy. Kompozyt wtoknisty (o znacznym udziale
objgtosciowym widkien) ma w kierunku zbrojenia sztywnos$¢ tego samego rz¢du wielkosci co
wiokno, patrz np. dane dotyczace zywicy epoksydowej z widknami grafitowymi.

Celem przyktadu jest m.in. pokazanie konsekwencji wynikajacych z aproksymacji modelu
ortotropowego modelem izotropowym. Nalezy podkresli¢, ze otrzymalismy goérne i dolne
oszacowania modutéw Younga i moduldéw $cinania, tzn.:

(3.8) E<[EE], 66|,

gdzie dolnym indeksem / oznaczyli$my moduty, ktore moga wynika¢ z innych aproksymacji
modelu ortotropowego modelem izotropowym. Zauwazmy, ze wszystkie aproksymacje
przewiduja wigkszy modul $cinania materiatu izotropowego niz modut G,,. Im wigkszy jest

stosunek E,/E, tym szersze sa przedzialy (3.8). Z przedstawionych aproksymacji wynika, ze
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powinno si¢ stosowa¢ modele aproksymacyjne w sytuacji gdy nie wystgpuja znaczne roznice
mig¢dzy modutami E, i E, .

Tablica 3.1. Dane dotyczace materialu ortotropowego zaczerpnigto z monografii Kurnika 1
Tylikowskiego (1997)

Techniczne state | Zywica epoksydowa z wtdknami:
sprezystosci grafitowymi aramidowymi szklanymi borowymi
E, [GPa] 211 77.5 55 211
E, [GPa] 53 5.6 18.3 21.1
G, [GPa] 2.6 2.1 9.1 7
v, 0.25 0.34 0.25 0.30
E [GPa] 74.22 29.37 31.75 82.87
v 0.32 0.33 0.25 0.33
G [GPa] 28.05 11.05 12.74 31.18
E [GPa] 8.31 7.68 25.06 26.99
v 0.21 0.30 0.20 0.33
G [GPa] 3.45 2.96 10.43 10.11
Tablica 3.2. Wtasnos$ci wybranych widkien
RODZAJ WLOKNA
PARAMETR szklane E szklane S grafitowe Kevlar 49 boron
Srednica [um] 16 16 7-8 12 100 - 200
.. L. 25.0 24.4 13.8-18.6 14.1 25.2-
Cigzar wiasciwy
[KN/m3]
Wytrzymatosé 1.7-3.5 2.5-48 1.7-2.8 2.3-3.6 3.5
na rozciaganie
[GPa]
72 86 230-250 120 400
Modut Younga
[GPa]
Tablica 3.3. Wilasnos$ci zywic w temperaturze pokojowe;j
ZYWICA PARAMETR
) Cigzar wlasciwy Modut Younga Wytrzymatos$¢ na
Rodzaj Typ [kN/m3] [GPa] rozciaganie [MPa]
epoksydowa termoutwardzalna 10.8 - 13.7 2.1-55 40 - 85
fenolowa termoutwardzalna 11.8-13.7 2.7-41 35-60
poliestrowa termoutwardzalna 10.8 - 13.7 1.3-4.1 40 - 85
nylonowa termoplastyczna 10.8 1.3-35 55-90
poliweglanowa termoplastyczna 11.8 2.1-35 55-70
polietylenowa termoplastyczna 8.8-9.8 07-14 20-35
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Przyklad 2: Podobnie jak w Przyktadzie 1, w Tablicy 3.4 zestawiono obliczenia dotyczace
geosyntetykéw o danych zestawionych w Tablicy 2.1. Sztywnos$ci geosentetykdéw sa ponad
stukrotnie mniejsze niz sztywnosci kompozytow wioknistych o epoksydowej matrycy
zbrojonej wtoknem szklanym i sg kilkaset razy mniejsze niz sztywno$¢ widkien. Nalezy takze
zaznaczy¢, ze moduly Younga geosyntetykow zamieszczonych w Tablicy 3.4 sa takze
znacznie mniejsze niz moduly Younga betonéw asfaltowych (por. dane wg Tablicy S.1.3.1).
W izotropowych modelach, zarowno dolne jak i gorne oszacowania modutéw sztywnos$ci
Scinania sa zawyzone w stosunku do modutu G,, geosyntetykoéw jako materialow
ortotropowych. Nalezy wyraznie podkresli¢, ze otrzymane wielko$ci aproksymacyjne dotycza
zagadnien PSN, gdzie dopuszczalny jest wigkszy zakres warto$ci wspdiczynnika Poissona.
Przypominamy, ze w przypadku PSN (oraz ptyt), z wymagan termodynamicznych wynika, ze
dla materiatu izotropowego v € (—1,1), co jest identycznym ograniczeniem jak w przypadku
materialu transwersalnie izotropowego z wyr6éznionym kierunkiem prostopadtym do
powierzchni $rodkowej tarczy (ptyty). Poniewaz w ,,dolnej” aproksymacji otrzymali§my dla
geotekstyliow v >1/2, to tego oszacowania i wyniku na wspdtczynnik Poissona nie mozna
zastosowa¢ w modelu przestrzennym, gdzie v e (—1,1/ 2). Ta sytuacja nie wystgpowata w
przypadku kompozytéw witoknistych (patrz wyniki na vV i v w Tablicy 3.1), gdzie wartosci
wspotczynnikow Poissona wynikajace z modeli aproksymacyjnych byly zblizone do wartosci
ok. 0.3.

Tablica 3.4. Dane do obliczen przyje¢to z Tablicy 2.1

Techniczne state | Geosyntetyk (geosynthetics)
sprezystosci Geosiatka (geogrid) Geowloknina (geotextile)
E [MPa] 437.66 384.88
v 0.319 0.498
G [MPa] 165.93 128.46
]zl [MPa] 642.47 766.72
122 [MPa] 331.87 256.93
E [MPa] 186.55 7.88
v 0.709 0.984
G [MPa] 54.57 1.99
[?1 [MPa] 641.63 478.00
]?2 [MPa] 109.14 3.98

Uwaga: Perkins 1 Eiksund w referacie pt. ,,Geosynthetic properties for use in 2-D finite
element pavement response models” rozpatrywali zagadnienie aproksymacji modelu
ortotropowego geosyntetykéw PSN modelem izotropowym. W tym celu zastosowali metode,
ktéra nazwali metoda energetyczna. Ich sposob postgpowania nie jest jednak metoda
energetyczna 1 nie ma nic wspolnego z modelami aproksymacyjnymi prezentowanymi w tym
opracowaniu. Autorzy ci zalozyli rdwnowazno$¢ pracy (a nie energii) modelu ortotropowego
1 izotropowego dla dwuosiowego rozciagania tarcz PSN (jednorodnych stanéw naprezenia i
odksztatcenia) z uzgodnionymi w modelach odksztatlceniami. Uzyskali Oni nastgpujacy
wynik na efektywny modul Younga i1 wspotczynnik Poissona modelu izotropowego
(zastosowalis$my tu oznaczenia konsekwentne z oznaczeniami tego opracowania, por. uwage
zamieszczona w objasnieniach do Tablicy 2.1):
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gdzie a 1 b sa stalymi i1 zaproponowali (na podstawie obliczen MES 1 uzyskanych wynikow
na odksztatcenie pionowe w warstwach nawierzchni oraz odksztalcenie poziome w warstwie
betonu asfaltowego) nastepujace ich wartosci: a=0.35 i b=0.035. Jezeli zastosujemy wzor
(3.9) do danych wg Tablicy 2.1, to otrzymamy nastgpujace wyniki na modul Younga:
539.973MPa dla geosiatki i 393.667 MPa dla geowltdokniny. Wartosci te sa wigksze niz

,»gorne” oszacowania modutéw Younga E, ktore wynikaja z metody energetycznej, patrz
Tablica 3.4 (pierwszy wiersz). Oczywiste jest, ze wyniki Perkinsa 1 Eiksunda nie sa
teoretycznie poprawne. W pkt.4.2 podalismy wyprowadzenie, z ktorego wynika graniczna
warto$¢ wspotczynnika Poissona, rowna Y4, w modelu aproksymacyjnym kompozytu
wioknistego, ale ta zbiezno$¢ wynikow nie ma tu zadnego uzasadnienia, gdyz dotyczy innego
modelu materiatu. Formalnie wzor (3.9) nie jest poprawny, gdyz, jako dotyczacy materiatu
izotropowego, powinien by¢ symetryczny wzgledem modutdéw Younga dla wyrdéznionych
kierunkow 1 12 oraz wspotczynnikéw Poissona. Wymagang symetri¢ maja wzory (3.2)-(3.5).

Whioski:

1) Z przeprowadzonej dyskusji, wynika, ze model przestrzenny kompozytu z izotropowa
matryca oraz siatka, ktorej state sprezystosci aproksymowane sa zalezno$ciami (3.2) i
(3.3) ma nastgpujaca relacje konstytutywna:

_Eupu Vu E(l_pM) v
(3.9) v, {H (1—2vM)(tr€)I}+ 149 {H (I—ZV)(HS)I}
=PuOu +(1_pM)GS >

gdzie w (3.9) podstawiamy (3.2) 1 (3.3). Tensor naprgzenia ¢ jest usrednieniem tensorow
naprezenia: w matrycy 6,, 1w siatce 6, ktore wynikajq z modelu aproksymacyjnego.

i1) Przestrzenny model ortotropowy kompozytu o izotropowej matrycy zbrojonej ortotropowa
siatka PSN ma nastepujaca relacj¢ konstytutywna:

(3.10) 6=C,, ¢,
gdzie
(3.11) Cort =PuCu + PsChrgy -

Zaktadamy, ze p,, + p, <1, gdzie obecnie p, jest udzialem objgtoSciowym siatki w
reprezentatywne] objgtoSci kompozytu. Tensor czwartego rzedu C,, (o0 symetrii

ortotropii) jest tensorem sztywnoS$ci siatki jako kontynualnego modelu ortotropowego
(patrz pkt.5.1).
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